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La¨ngst war der Erdball so weit erkaltet, daß auf der festgewordenen Oberfla¨che
Organismen sich entwickeln konnten. In Zeitra¨umen, deren jeder weitaus die
Spanne u¨bertrifft, welche wir mit dem stolzen Namen der Geschichte belegen —
als ob nur durch den Menschen etwas geschehen ko¨nnte! — hatten neue und neue
Arten lebender Wesen sich abgelo¨st. Jetzt erschien der Mensch, ausgezeichnet
durch Entwicklungsfa¨higkeit vor allen anderen Gescho¨pfen, hilflos wie keines in
das Leben tretend, ma¨chtig wie keines auf dem Gipfel seiner Ausbildung.
Der einzelne Mensch liefert nur das verkleinerte Bild des Menschengeschlech-
tes. Die Entwicklung des Menschengeistes hat in den, Vo¨lker genannten, Ge-
samtheiten stattgefunden, und ihre aufeinanderfolgenden Stufen zu vergleichen
ist von spannender Anziehung.
Eines du¨rfen wir freilich bei Anerkennung der A¨hnlichkeit der Entwicklung
des Einzelmenschen mit der des Menschengeschlechtes nicht außer Augen lassen.
Das Kind lernt vom Tage seiner Geburt an durch Menschen. Das Menschenge-
schlecht begann damit, von niedrigeren Gescho¨pfen lernen zu mu¨ssen. Werden
doch wohl Tiere sein Vorbild gewesen sein, aus deren Beispiel er entnahm, wie
man den Durst, den Hunger stille, wie man in Ho¨hlen Schutz suche vor der Un-
bill der Witterung, wie man zur Wehr sich setze gegen feindlichen Angriff. Aber
der Mensch war schwa¨cheren Ko¨rpers als seine Lehrmeister. Ihm war nicht eine
dichtere Behaarung wa¨hrend der ka¨lteren Jahreszeiten gegeben. Er konnte nicht
mit Ha¨nden und Za¨hnen des Ba¨ren oder der Hya¨ne Herr werden, denen er, die
ihm den Aufenthalt streitig machten. Und seine Schwa¨che wurde seine Sta¨rke. Er
mußte denken! Er mußte erfinden, wenn er leben wollte. Er mußte von der ihm
a¨ußerlich gebotenen Erfahrung weiter schreiten. Das Tier fu¨hrte ihn zum Baume
der Erkenntnis, die Frucht desselben pflu¨ckte er selbst.
Mit dem Gedanken war das Bedu¨rfnis der Mitteilung desselben erwacht, die
Sprache entstand. Der Mensch lernte den Menschen verstehen, nicht nur in dem
Sinne wie das Tier das Tier versteht, nicht nur, wo es den Ausdruck besonders
starker Empfindungen durch Tonbildung galt, sondern wo bestimmte Ereignisse
oder gar Begriffe zur Kenntnis des anderen gebracht werden sollten. Freilich be-(4)
gann die Sprachbildung nicht erst, als die Begriffsbildung abgeschlossen war. Ist
doch erstere wie letztere bis auf den heutigen Tag noch im Flusse. Die beiden
Ta¨tigkeiten gingen offenbar nebeneinander einher, und selbst Begriffe, welche
einer und derselben Gedankenreihe entstammen, sind mit ihrer lautlichen Ver-
sinnlichung als zu verschiedenen Zeiten entstanden zu denken. Fu¨r das Sprach-
liche an dieser Behauptung ist es nicht schwer den Beweis zu fu¨hren, auch nur
unter Zuziehung solcher Wo¨rter, die dem Mathematiker von a¨ltester und hervor-
ragendster Wichtigkeit sind; wir meinen die Zahlwo¨rter.
Za¨hlen, insofern damit nur das bewußte Zusammenfassen bestimmter Ein-
zelwesen gemeint ist, bildet, wie scharfsinnig hervorgehoben worden ist1, kei-
1H. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittel- alter. Leipzig
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ne menschliche Eigentu¨mlichkeit; auch die Ente za¨hlt ihre Jungen. Diesem nie-
dersten Standpunkte ziemlich nahe bleibt das, was von einem su¨dafrikanischen
Stamme berichtet wird2, daß wa¨hrend wenige weiter za¨hlen ko¨nnen als zehn,
dessenungeachtet ihre Vorstellung von der Gro¨ße einer Herde Vieh so bestimmt
ist, daß nicht ein Stu¨ck daran fehlen darf, ohne daß sie es sogleich merkten.
”
Wenn Herden von 400 bis 500 Rindern zu Hause getrieben werden, sieht der
Besitzer sie hereinkommen und weiß bestimmt ob einige fehlen, wieviel und so-
gar welche. Wahrscheinlich haben sie eine Art zu za¨hlen, bei welcher sie keine
Worte brauchen und wovon sie nicht Rechenschaft zu geben wissen, oder ihr
Geda¨chtnis erlangt fu¨r diesen einzelnen Gegenstand durch die U¨bung eine so un-
gemeine Sta¨rke.“ Ohne nach so fernen Gegenden unseren Blick zu richten, ko¨nnen
wir a¨hnliche Erfahrungen ta¨glich an ganz kleinen Kindern machen, welche sofort
wissen, wenn von Dominosteinen etwa, mit denen sie zu spielen gewohnt sind, ein
einzelner fehlt, wa¨hrend sie sich und anderen u¨ber die Anzahl ihrer Steine noch
nicht Rechenschaft zu geben wissen. Sie kennen eben die Einzel-Individuen als
einzelne, nicht als Teile einer Gesamtheit, und ihr Geda¨chtnis ist fu¨r die Erinne- (5)
rung an Angeschautes um so treuer, je weniger andere Eindru¨cke es zu bewahren
hat. In der Sprache dru¨ckt sich diese Individualisierung nicht selten dadurch aus,
daß dieselbe Anzahl je nach den geza¨hlten Dingen einen anderen Namen fu¨hrt,
wie es bei manchen ozeanischen Vo¨lkersta¨mmen, aber auch fu¨r Sammelwo¨rter
im Deutschen vorkommt, wenn man von einem Koppel Hunde oder, wenn deren
mehrere sind, von einer Meute Hunde, von einer Herde Schafe, von einem Rudel
Hirsche, von einer Flucht Tauben, von einer Kette Feldhu¨hner, von einem Zug
Schnepfen, von einem Schwarm Bienen zu reden pflegt3.
Das eigentliche Za¨hlen, das menschliche Za¨hlen, wenn man so sagen darf, setzt
voraus, daß die Gegensta¨nde als solche gleichgu¨ltig geworden sind, daß nur das
getrennte Vorhandensein unterschiedener Dinge begriﬄich erfaßt, dann sprach-
lich bezeichnet werden soll. Es liegt darin bereits eine keineswegs unbedeutende
A¨ußerung der Fa¨higkeit zu verallgemeinern, zugleich auch eine ihrer fru¨hesten
A¨ußerungen, denn die Zahlwo¨rter geho¨ren zu den a¨ltesten Teilen des menschli-
chen Sprachschatzes. In ihnen lassen sich oft noch A¨hnlichkeiten, mithin Beweise
alter Stammesgemeinschaft spa¨ter getrennter Vo¨lker auffinden, wa¨hrend kaum
andere Wo¨rter auf die gleiche Zeit eines gemeinsamen Ursprunges zuru¨ckdeuten.
Und was war nun der urspru¨ngliche Sinn dieser a¨ltesten, der Entstehungszeit wie
dem Inhalte nach ersten Zahlwo¨rter? Die Annahme hat gewiß viel fu¨r sich, daß
sie anfa¨nglich nicht Zahlen, sondern ganz bestimmte Gegensta¨nde bedeuteten,
sei es nun, daß man von der eigenen, von der angeredeten, von der besprochenen
Perso¨nlichkeit, also von den Wo¨rtern: ich, du, er ausging, um aus ihnen den Ur-
1874. S. 7. Wir zitieren dieses Buch ku¨nftig immer als Hankel. Einen ganz a¨hnlichen Gedanken
hat (nach Kaestner, Geschichte der Mathematik I, 242) auch schon Pietro Bongo (oder
Bungus) in seinem Werke Numerorum mysteria (1599, II. Auflage 1618) ausgesprochen.
2Pott, Die quina¨re und vigesimale Za¨hlmethode bei Vo¨lkern aller Welttheile, Halle 1847.
S. 17. Dieses Buch zitieren wir in der ganzen Einleitung als Pott I, wa¨hrend Pott II die
Schrift desselben Verfassers: Pott, Die Sprachverschiedenheit in Europa an den Zahlwo¨rtern
nachgewiesen, sowie die quina¨re und vigesimale Za¨hlmethode. Halle 1868, bedeuten soll.
3Pott I, S. 126.
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klang fu¨r: eins, zwei, drei zu gewinnen4, sei es, daß man von Gliedmaßen seines
Ko¨rpers deren Anzahl entnahm5:
”
Es war dem Menschen ohne Zweifel ein eben so
interessantes Bewußtsein fu¨nf Finger als zwei Ha¨nde oder zwei Augen zu haben;
und das Interesse an dieser Kenntnis, welche einmal einer Entdeckung bedurfte,
war ihm die Scho¨pfung eines zu deren Za¨hlung eigens verwendbaren Ausdruckes
wohl wert; von hier aus mag der Gebrauch auf andere zu za¨hlende Dinge u¨bert-
ragen worden, sein, zuna¨chst auf solche, bei denen es auffallen mochte, daß sie
in ebenso großer Zahl vorhanden waren, als die Hand Finger hat.“ Wir; wieder-
holen es, solche Annahmen haben viel fu¨r sich, sie tragen ihre beste Empfehlung
in sich selbst, aber leider auch ihre einzige. Die Sprachforschung hat nicht ver-
mocht deren Besta¨tigung zu liefern, oder vielmehr jeder, der mit der Deutung(6)
der Zahlwo¨rter sich befaßte, hat aus ihnen diejenigen Zusammenha¨nge zu erken-
nen gewußt, welche seiner Annahme entsprachen, lauter vollgelungene Beweise,
wenn man den einen ho¨rt, sich gegenseitig vernichtend, wenn man bei mehreren
sich Rat holt, und dieser mehreren sind obendrein recht viele. Sind demnach die
eigentlichen Fachma¨nner u¨ber Ursprung der a¨ltesten einfachen Zahlwo¨rter im
Hader, so mu¨ssen wir um so mehr darauf verzichten, auf die noch keineswegs
erledigten Fragen hier einzugehen. Einige Sicherheit tritt erst bei Besprechung
der abgeleiteten, also ju¨ngeren Zahlwo¨rter hervor.
Es ist leicht begreiflich, daß auch die regste Einbildungskraft, das sta¨rkste
Geda¨chtnis es nicht vermochten, fu¨r alle aufeinander folgenden Zahlen immer
neue Wo¨rter zu bilden, zu behalten. Man mußte mit Notwendigkeit sehr bald
zu gewissen Zusammensetzungen schreiten, welchen die Entstehungsweise einer
Zahl aus anderen zugrunde liegt, welche uns aber damit auch schon einen un-
umsto¨ßlichen Beweis fu¨r die hochwichtige Tatsache liefern: daß zur Zeit, als die
meisten Zahlwo¨rter erfunden wurden, der Mensch von dem einfachsten Za¨hlen
bereits zum Rechnen vorgeschritten war.
Das a¨lteste Rechnen du¨rfte durch ein gewisses Anordnen vermittelt worden
sein, sei es der Gegensta¨nde selbst, denen zuliebe man die Rechnung anstellte,
sei es anderer leichter zu handhabender Dinge. Kleine Steinchen, kleine Mu-
scheln ko¨nnen die Vertretung u¨bernommen haben, wie sie es noch heute bei
manchen Vo¨lkerschaften tun, und diese Marken, diese Rechenpfennige wu¨rde
man heute sagen, werden in kleinere oder gro¨ßere Ha¨ufchen gebracht, in Rei-
hen gelegt das Zusammenza¨hlen ebenso wie das Teilen einer gegebenen Menge
wesentlich erleichtert haben. So lange man es nur mit kleinen Zahlen zu tun
hatte, trug man sogar das leichteste Versinnlichungsmittel stets bei sich: die
Finger der Ha¨nde, die Zehen der Fu¨ße. Man reichte freilich unmittelbar da-
mit nicht weit, und Vo¨lkerschaften des su¨dlichen Afrika zeigen uns gegenwa¨rtig
noch, wie genossenschaftliches Zusammenwirken die Schwierigkeit besiegt, mit
nur zehn Fingern gro¨ßere Anzahlen sich zu versinnlichen6:
”
Beim Aufza¨hlen,
wenn es u¨ber Hundert geht, mu¨ssen in der Regel immer drei Mann zusam-
4Pott I, S. 119.
5L. Geiger, Ursprung und Entwickelung der menschlichen Sprache und Vernunft. 1868.
Bd. I, S. 319.
6Schrumpf in der Zeitschrift der deutschen morgenla¨ndischen Gesellschaft XVI, 463.
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men diese schwere Arbeit verrichten. Einer za¨hlt dann an den Fingern, welche
er einen nach dem andern aufhebt und damit den zu za¨hlenden Gegenstand
andeutet oder womo¨glich beru¨hrt, die Einheiten. Der zweite hebt seine Fin-
ger auf (immer mit dem kleinen Finger der linken Hand beginnend und (7)
fortlaufend bis zum kleinen Finger der Rechten) fu¨r die Zehner, so wie
sie voll werden. Der dritte figuriert fu¨r die Hunderte.“
Die hierbei festgehaltene Ordnung der Finger mag man nun erkla¨ren wollen,
wie es auch sei7, sie findet statt und wird uns im Verlaufe der Untersuchungen
als Grundlage des sogen. Fingerrechnens noch mehr als einmal begegnen. Sie
wird sogar abwechselnd mit der entgegengesetzten Ordnung benutzt, um einem
einzelnen zu ermo¨glichen beliebig viele Gegensta¨nde abzuza¨hlen. Ist na¨mlich mit
dem kleinen Finger der rechten Hand die Zehn erfu¨llt worden, so beginnt mit eben
demselben allein aufgehoben die na¨chste Zehnzahl, um dieses Mal nach links sich
fortzusetzen, d. h. der kleine Finger der linken Hand vollendet die Zwanzig und
wird zugleich auch wieder Anfang der na¨chsten Zehnzahl usf. Natu¨rlich muß
bei dieser Zahlenangabe, wenn es nicht um ein allma¨hliches Entstehen, sondern
um ein einmaliges Ausdru¨cken einer Zahl sich handelt, besonders angedeutet
werden, daß und wie oft Zehn vollendet wurde, was etwa so geschehen kann
wie bei den Zulukaffern8, die in solchem Falle beide Ha¨nde mit ausgestreckten
Fingern wiederholt zusammenschlagen.
Es ist wohl zu beachten, daß diese letztere Methode der Versinnlichung einer
Zahl, einfacher insoweit als sie nur die Ha¨nde eines einzigen bescha¨ftigt, begriﬄich
weit unter jener anderen Methode steht, die unmittelbar vorher gekennzeichnet
wurde und drei oder gar noch mehrere Darsteller einer Zahl erfordert. Der ein-
zelne kommt durch die Zehnzahl der menschlichen Finger allerdings dazu, die
Gruppe Zehn als eine besonders hervortretende zu erkennen, aber wie oft die-
se Gruppe selbst auch erzeugt werde, jede Neuerzeugung ist fu¨r ihn der anderen
ebenbu¨rtig. Ganz anders bei der Methode stufenma¨ßiger Darstellung durch meh-
rere Personen. Wie der Erste so hat der Zweite, der Dritte nur je zehn Finger,
und so erscheint die Gruppierung von zehn Einern zwar zuna¨chst, aber in gleicher
Weise auch die von zehn Zehnern, von zehn Hundertern. Das scheinbar umsta¨nd-
lichere Verfahren fu¨hrt zu dem einfacheren Gedanken, zum Zahlensystem. Wenn
von einem Schriftsteller9 darauf hingewiesen worden ist, daß die Wiederholung
der Zehnzahl bis zu 10 mal 10 sich bei Erfu¨llung der na¨chsten 10 ebensowohl
zu 11 mal 10 als zu 10 mal 10 und 10, in Worten ebensowohl zu elfzig als zu
hundertzehn fortsetzen konnte, und daß es ein besonders glu¨cklicher Griff war,
der fast allen Vo¨lkern der Erde gelang, soweit ihre Fassungskraft u¨berhaupt bis (8)
zum Bewußtwerden bestimmter, ho¨herer Zahlen ausreicht, gerade die Wahl zu
treffen, welche dem Zahlensystem seine Grundlage gab; so ist diese feine Bemer-
kung vielleicht dahin zu erga¨nzen, daß auf eine der hier ero¨rterten nahestehende
Weise jene glu¨ckliche Wahl eingeleitet worden sein mag.
U¨ber die Grundzahlen solcher Zahlensysteme werden wir sogleich noch reden.
7Pott II, S. 46, aber auch S. 31 und 42.
8Pott II, S. 47.
9Hankel, S. 10-11.
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Fu¨rs erste halten wir daran fest, daß Zahlensysteme eine allgemein menschliche
Erfindung darstellen, in allen bekannt gewordenen Sprachen zu einer Grundla-
ge der Bildung von bald mehr bald weniger Zahlwo¨rtern benutzt, indem ho¨he-
re Zahlen durch Vervielfa¨ltigung von niedrigeren zusammengesetzt werden und
bei Benennung der Zwischenzahlen auch Hinzufu¨gungen noch notwendig erschei-
nen. Multiplikation und Addition sind also zwei Rechnungsverfahren
so alt wie die Bildung der Zahlwo¨rter.
Das Zahlensystem, welches wir in seinem Entstehen uns zu vergegenwa¨rtigen
suchten, wurde, sofern es auf der Grundzahl Zehn fußte, zum Dezimalsystem,
heute wie unserem Zifferrechnen so auch in unseren Maßen, Gewichten, Mu¨nzen
fast der ganzen gebildeten Erdbevo¨lkerung unentbehrlich. Wir haben als wahr-
scheinlich erkannt, daß es nach der Zahl der Finger sich bildete, aber eben
vermo¨ge dieses Ursprunges war es nicht das allein mo¨gliche. Wie man sa¨mtli-
che Finger durchza¨hlen konnte, um eine Einheit ho¨heren Ranges zu gewinnen, so
konnte man Halt machen nach den Fingern nur einer Hand, man konnte neben
den Fingern der Ha¨nde die Zehen der Fu¨ße benutzen. In dem einen Falle blieb
man beim Quinarsysteme, in dem anderen ging man zum Vigesimalsystem
u¨ber.
Ein strenges Quinarsystem wu¨rde, wie leicht ersichtlich, 5 mal 5 oder 25, 5 mal
5 mal 5 oder 125 usw. als Einheiten ho¨heren Ranges na¨chst der 5 selbst besitzen
mu¨ssen, welche durch einfache oder auch zusammengesetzte Namen bezeichnet
mit den Namen der Zahlen 1, 2, 3, 4 sich vereinigen, um so alle zwischenliegende
Zahlen zu benennen. Ein solches strenges Quinarsystem gibt es nicht10. Dagegen
gibt es Quinarsysteme in beschra¨nkterem Sinne des Wortes, wenn zur Benutzung
dieses Wortes schon der Umstand als genu¨gend erachtet wird, daß die Fu¨nf bei
allma¨hlicher Zahlenbildung einen Ruhepunkt gewa¨hre, von dem aus eine weitere
Za¨hlung wieder anhebt.
Was dementsprechend von einem strengen Vigesimalsysteme zu verlangen
ist, leuchtet gleichfalls ein: ein solches muß die Grundzahl 20 durchho¨ren lassen,
muß die Einheit ho¨heren Ranges 20 mal 20 oder 400, vielleicht auch noch ho¨here(9)
Einheiten unter besonderen Namen besitzen. Sprachen, in welchen dieses System
maßgebend ist, hat man mehrfach gefunden. Die Mayas in Yukatan11 haben eige-
ne Wo¨rter fu¨r 20, 400, 8000, 160000. Die Azteken in Mexiko12 hatten wenigstens
besondere Wo¨rter fu¨r 20, 400, 8000 mit der Urbedeutung: das Geza¨hlte, das Haar,
der Beutel, wobei auffallend erscheinen mag, daß das Haar eine verha¨ltnisma¨ßig
niedrige Zahlenbedeutung hat, wa¨hrend es in karaibischen Sprachen13 weit u¨ber-
einstimmender mit der Wirklichkeit eine sehr große Zahl auszudru¨cken bestimmt
ist. Noch andere Beispiele eines bemerkbaren mehr oder minder durchgefu¨hrten
Vigesimalsystems hat vornehmlich Pott, dem wir hier fast durchweg folgen, in
Fu¨lle gesammelt. Wir erwa¨hnen davon nur als den meisten unserer Leser zweifel-
los bekannt die U¨berreste eines keltischen Vigesimalsystems in der franzo¨sischen
10Pott II, S. 35 und 46 in den Anmerkungen.
11Pott I, S. 93.
12Pott I, S. 97-98.
13Pott II, S. 68.
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Sprache in Wo¨rtern wie quatrevingts, sixvingts, quinzevingts14. Von da¨nischen
U¨berresten eines Systems, in welchem Vielfache von 20 eine Rolle spielen, ist
weiter unten in etwas anderem Zusammenhange die Rede.
Den Ursprung der drei Systeme, deren Grundzahlen 5, 10, 20 heißen, ha-
ben wir oben in die Finger und Zehen des Menschen verlegt. Auch dafu¨r sind
sprachliche Ankla¨nge vorhanden. Zwischen den Wo¨rtern fu¨r 5 und fu¨r Hand
ist in manchen Sprachen vo¨llige Gleichheit, in anderen nahe Verwandtschaft15.
Alsdann darf man aber wohl annehmen, daß es fru¨her wu¨nschenswert war die
Glieder des eigenen Ko¨rpers zu benennen, als Zahlwo¨rter zu bilden, daß also 5
von Hand abgeleitet wurde, nicht umgekehrt. Das Wort fu¨r 10 heißt in der Ko-
rasprache16 (einem amerikanischen Idiome) so viel wie Darreichung der Ha¨nde,
und daß ein und dasselbe Wort 20 und Mensch bedeutet kommt mehrfach vor17.
Ob freilich, wie manche wollen, auch das deutsche zehn mit den Zehen, das la-
teinische decem mit digiti in Verbindung gebracht werden darf, daru¨ber gehen
die Meinungen weit auseinander, und Pott, unser Gewa¨hrsmann, steht auf der
Seite der Verneinenden. Jedenfalls ist aber schon durch die erwa¨hnten Beispiele
ein innerer Zusammenhang der drei genannten Systeme untereinander und mit
den menschlichen Extremita¨ten hinla¨nglich unterstu¨tzt. Gibt es nun Sprachen,
in welchen auch andere Grundzahlen als 5, 10 oder 20 sich nachweisen lassen? (10)
Wenn man gesagt hat18, daß kein Volk auf der ganzen Erde je von einer
anderen Grundzahl, als einer der genannten aus, sein Zahlensystem mit einiger
Konsequenz ausgebildet habe, so ist dieser Ausspruch entschieden allzu vernei-
nend, selbst wenn man einen besonderen Nachdruck auf das Wort Konsequenz
legt, dem gegenu¨ber die Frage erhoben werden mo¨chte, wo denn folgerichtige
Anwendung des Quinarsystems sich finde?
Allerdings hat man einige Gattungen von Zahlensystemen nur mit Unrecht
nachweisen zu ko¨nnen geglaubt. Falsch war es, wenn Leibniz bei den Chinesen ein
Binarsystem annahm19. Falsch scheint Kohl den Osseten im Kaukasus ein Okto-
dezimalsystem zugeschrieben zu haben20. Dagegen sind andere Angaben doch zu
wohl beglaubigt, um sie ohne weiteres leugnen oder totschweigen zu du¨rfen. Die
Neuseela¨nder mit ihrem merkwu¨rdigen Undezimalsysteme21, welches besondere
Wo¨rter fu¨r 11, fu¨r 11 mal 11 oder 121, fu¨r 11 mal 11 mal 11 oder 1331 besitzt,
welches 12 durch 11 mit l, 13 durch 11 mit 2, 22 durch 2 mal 11, 33 durch 3 mal
11 usw. ausdru¨ckt, lassen sich nicht vornehm beiseite schieben. Ob der Zeitraum
von 110 Jahren, nach welchen, wie Horaz im 21. und 22. Verse seines Carmen
14Pott I, S. 88.
15Pott I, S. 27 flgg. und S. 128 flgg. fu¨hrt Beispiele aus ozeanischen Sprachen, aus dem
Sanskrit und dem Hebra¨ischen an, wenn er auch den letzteren gegenu¨ber die von Benary und
Ewald herru¨hren, sich ziemlich skeptisch verha¨lt.
16Pott I, S. 90.
17Pott I, S. 92.
18Hankel, S. 19.
19M. Cantor, Mathematische Beitra¨ge zum Kulturleben der Vo¨lker. Halle 1863. S. 48 flgg.,
auch S. 44. Wir zitieren dieses Buch ku¨nftig immer als: Math. Beitr. Kulturl.
20Kohl, Reisen in Su¨drußland. Bd. II, S. 216 und Pott I, S. 81.
21Pott I, S. 75 flgg.
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saeculare berichtet, die ro¨mische Erinnerungsfeier wiederkehrte, der man den Na-
men der saecularen beilegte, mit einer Vermengung dezimaler und undezimaler
Za¨hlweise zusammenha¨ngt, bleibe dahingestellt. Das Wort triouech oder 3 mal 6
fu¨r 18 in der Sprache der Niederbretagner ist neben dem deunaw oder 2 mal 9 der
Welschen22 fu¨r eben dieselbe Zahl nun einmal vorhanden. Die Bolaner oder Bu-
ramaner an der Westku¨ste Afrikas23 lassen, wenn sie 6 und 1 fu¨r 7, wenn sie 2 mal
6 fu¨r 12, wenn sie 4 mal 6 fu¨r 24 sagen, die Grundzahl 6 gleichfalls durchho¨ren.
Einige assyrische Zahlwo¨rter (7 und 8), auf welche wir im 1. Kapitel zuru¨ckkom-
men werden, zeigen dieselbe Abha¨ngigkeit von 6. Und wenn der Altfriese 120
mit dem Worte tolftich benannte24, so ist das sogar ein Hinweis darauf, daß auch
das vorhin als menschlichem Geiste im allgemeinen fremdverpo¨nte elfzig seine
Analogien besitzt, ist es zugleich ein Beispiel fu¨r ein eigentu¨mlich gemischtes Sy-
stem mit Dezimal- und Duodezimalstufen wie Skandinaven und Angelsachsen es
teilweise besaßen25, wie eine verha¨ltnisma¨ßig spa¨tere Wissenschaft es in Babylon
einbu¨rgerte, von wo es als Sexagesimalsystem das astronomische Rechnen aller
Vo¨lker durch Jahrhunderte beherrscht. Die Vermengung dezimalen und duode-(11)
zimalen Za¨hlens ko¨nnte auch als Stu¨tze der Mo¨glichkeit dienen, welche oben fu¨r
dezimale und undezimale Zahlen beansprucht wurde.
Das Vorhandensein von Zahlensystemen; deren Grundzahl nicht 5 oder Viel-
faches von 5 ist, du¨rfte damit nachgewiesen sein. Aber allerdings bilden dieselben
nur Ausnahmen von seltenem vereinzeltem Vorkommen. Auch eine andere Gat-
tung von Ausnahmen gegen fru¨her Erwa¨hntes mu¨ssen wir kurz beru¨hren. Wir
haben hervorgehoben, daß die Zwischenzahlen zwischen den Einheiten aufeinan-
derfolgenden Ranges multiplikativ und additiv gebildet werden; wir haben daraus
auf das hohe Alter dieser Rechnungsverfahren geschlossen. Es gibt nun Spra-
chen, welche die Bildung der Zahlwo¨rter auf Subtraktionen und Divisionen
stu¨tzen, wodurch das hohe Alter auch dieser Rechnungsverfahren wenigstens bei
den Vo¨lkern, denen jene Sprachen angeho¨ren, gleichfalls zur Mo¨glichkeit gelangt.
Die Subtraktion wird am ha¨ufigsten bezu¨glich der Zahlwo¨rter eins und zwei
geu¨bt26. Dieses entspricht z. B. in der lateinischen Sprache durchweg dem Ge-
brauch bei den Zehnern. Man sagt duodeviginti, d. h. 2 von 20 fu¨r 18, ebenso
undecentum 1 von 100 fu¨r 99 usw. Auch im Griechischen werden 1 und 2 bei den
Zehnern zuweilen abgezogen, wozu das Zeitwort διν in seiner transitiven wie in
seiner intransitiven Bedeutung als bedu¨rfen und als fehlen angewandt wird.
So dru¨ckt man 58 aus durch δυoιν δoντς ξηκoντα = 60 welche 2 bedu¨rfen, 49
durch νoς δoντoς piντηκoντα = 50 woran 1 fehlt, und ein vereinzeltes Vor-
kommen von 9700 = 10000, welche 300 bedu¨rfen τριακoσιων αpioδoντα µυρια
wird aus den Schriften des Thukydides angefu¨hrt27. Auch im Gotischen findet
subtraktive Bildung von Zahlwo¨rtern statt. In der gemeinsamen Stammsprache,
22Pott II, S. 33.
23Pott II, S. 30.
24Pott II, S. 38.
25Math. Beitr. Kulturl. S. 147.
26Math. Beitr. Kulturl. S. 157.
27Pott I, S. 181, Anmerkung.
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im Sanskrit, ist gleichfalls eine Subtraktion mittels des Wortes una (vermindert,
weniger) im Gebrauch. Sei es nun, daß das una selbst allein einem Zahlwort vor-
gesetzt wird, und man im Gedanken eka eins hinzuho¨ren muß, z. B. unavingsati,
vermindertes 20 statt 19, oder daß das eka wirklich ausgesprochen wird und sich
dabei mit una zu ekona zusammensetzt, z. B. ekonaschaschta, um 1 vermindertes
60 statt 59, oder daß andere Zahlen als 1 abgezogen werden, z. B. pantschonang-
satam, um 5 vermindertes 100 statt 95. Ob die babylonische Benutzung von lal
= weniger hierher geho¨rt28 oder als eigentliche Subtraktion aufzufassen ist, sei
dahingestellt. (12)
Am seltensten dient die Division zur sprachlichen Bildung der Zahlwo¨rter.
Hier kommen neben den sofort versta¨ndlichen Teilungen: ein viertel Hundert, ein
halbes Tausend usw., namentlich solche Wo¨rter in Betracht, welche eine nicht
voll vorhandene Einheit zur Teilung bringen. Anderthalb, dritthalb, sechsthalb
besagen, daß das Andere, d. h. Zweite, daß das Dritte, daß das Sechste halb zu
nehmen sei, die Existenz des Ersten, der 2, der 5 Vorhergehenden als selbstver-
standen vorausgesetzt. Verwandte Bildungen sind in lateinischer und in griechi-
scher Sprache sesquialter = piιδυτρoς = 11/2, sesquitertius = piιτριτoς =
11/3, sesquioctavus = pioγδooς = 1
1/8 usw. Besonderer Hervorhebung scheint es
wert, daß die da¨nische Sprache in Europa und im fernen Su¨den und Osten die
Sprache der Dajacken und Malaien auf den na¨chsten Zwanziger beziehungsweise
Zehner u¨bergreift, um ihn ha¨lftig vorweg zu nehmen29. Ein altes Vigesimalsy-
stem in deutlichen Spuren verratend (S. 9) sagt die da¨nische Sprache nicht bloß
tresindstyve oder 3 mal 20 fu¨r 60, firesindstyve oder 4 mal 20 fu¨r 80, sondern
auch halvtredsindstyve, halvfirdsindstyve fu¨r 50 und 70, d. h. der dritte, der vierte
Zwanziger, welcher bei 60, bei 80 voll vorhanden ist, kommt hier nur zur Ha¨lfte in
Rechnung. Ja man hat sogar halvfemsindstyve oder fu¨nfthalb Zwanziger fu¨r 90,
wa¨hrend 100 nur durch hundrede und nie durch femsindstyve ausgedru¨ckt wird.
Bei den Malaien heißt halb dreißig, halb sechzig es solle von dem letzten, also hier
von dem dritten, sechsten Zehner nur die Ha¨lfte genommen werden, man meine





vier von dem dritten Zehner“ also
24. Endlich im A¨thiopischen findet sich ein merkwu¨rdiger Ausnahmefall31. Die
A¨thiopen besitzen besondere Zeichen fu¨r die Einer, die Zehner, die Hunderter,
mittels deren sie die Zwischenzahlen zusammensetzen. Sie schreiben also z. B. 59
durch die Zeichen
”





neunzig hundert“, d. h. also etwa
”
ein
Neunziger nahe bei Hundert“. Der Grund dieser Ausnahme ist unermittelt.
Alle diese Teilungen in sich schließende Ausdru¨cke sind gewiß merkwu¨rdig,
eine genaue Einsicht in das Alter der Division verglichen mit dem Alter der
Sprachbildung geben sie uns deshalb doch nicht. Es sind eben Wo¨rter mit Zah-
lenbedeutung, aber es sind nicht die Zahlwo¨rter! Neben ihnen und statt ihrer
28Reisner in Berl. Akad. Ber. 1896, S. 425–426 mit Berufung auf Tontafeln von Ur.
29Pott I, S. 103 und II, S. 88.
30J. Marquart, Die Chronologie der alttu¨rkischen Inschriften. Leipzig 1898.
31C. Bezold, Kebra Nagast. Mu¨nchen 1905. S. XV, Note 3.
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sind auch andere mo¨glicherweise viel a¨ltere Ausdru¨cke in Gebrauch und lassen(13)
die Entstehungszeit der ju¨ngeren Benennung im dichtesten Dunkel. Nicht an-
ders verha¨lt es sich mit den vorerwa¨hnten subtraktiven Bildungen, zu welchen
als weiteres Beispiel bestimmter Grenzpunkte, auf welche Vorhergehendes eben-
so wie Folgendes bezogen wird, die Kalenderbezeichnung der Ro¨mer mit ihren
Calenden, Nonen und Iden treten mag. Entscheidend dagegen sind die subtrak-
tiven Zahlwo¨rter einiger Sprachen, z. B. der Kra¨henindianer in Nordamerika32.
Bei ihnen heißen 8 und 9 nie anders als no´pape, ama´tape, d. h. wo¨rtlich 2 davon,
1 davon, und das Wort Zehn, d. h. die Anzahl, von welcher 2, beziehungsweise
1 weggenommen werden sollen, ist als selbstversta¨ndlich weggelassen. Hier kann
ein Zweifel kaum walten: die Namen der 8 und 9 sind erst entstanden, nach-
dem der Begriff der 10 sich gebildet hatte, nachdem das Rechnungsverfahren der
Subtraktion erfunden war. Mit dieser Bemerkung kehren wir zu unserer fru¨heren
Behauptung zuru¨ck (S. 4), zu deren Begru¨ndung wir die ganze Ero¨rterung u¨ber
Zahlwo¨rter und u¨ber die ersten Anfa¨nge des Rechnens gleich hier anknu¨pfen
durften. Die Sprache hielt in ihrer Entstehung nicht immer gleichen Schritt mit
der Entstehung der Begriffe. Das aufeinanderfolgende Za¨hlen wurde unterbro-
chen durch das Bewußtsein notwendiger Zahlen Verknu¨pfungen, Spru¨nge in der
Erfindung der Zahlwo¨rter sind nahezu sicher.
Und wieder machte der menschliche Erfindungsgeist einen Schritt vorwa¨rts,
einen Schritt, zu welchem er auch nicht die geringste Anregung von außen er-
hielt, der ganz aus eigenem Antriebe erfolgend mindestens ebenso sehr wie die
ku¨nstliche Entfachung des Feuers als wesentlich menschlich, als keinem anderen
Gescho¨pfe mo¨glich anerkannt werden muß: er erfand die Schrift. Bilderschrift,
so nimmt man gegenwa¨rtig wohl ziemlich allgemein an, war die erste, welche
dem Spiegel der Rede (wie bei einem Negervolke das Geschriebene heißt)33 den
Ursprung gab. Aber mit Bildern allein kam man nicht aus. Neben wirklichen
Gegensta¨nden mußten Ta¨tigkeiten, Eigenschaften, Empfindungen dem ku¨nfti-
gen Wissen aufbewahrt werden. Die Notwendigkeit symbolischer oder willku¨rlich
eingefu¨hrter Zeichen fu¨r diese nicht gegensta¨ndlichen Begriffe zwang zur Abhilfe.
So mu¨ssen Begriffszeichen entstanden sein, gemeinsam mit den fru¨heren Bildern
eine Wortschrift herstellend. Jetzt erst — aber wer weiß in wie langer Zeit? —
konnte man dahin gelangen in dem Gesprochenen nicht nur den ganzen Klang,
sondern die einzelnen Laute, aus welchen er sich zusammensetzt, zu verstehen,
und diese(14)
Einzellaute dem Auge zu versinnlichen. Die Silben- und Buchstabenschrift
entstand. Fu¨r die Zahlen behielt man allgemein das Verfahren bei, welches in an-
derer Beziehung sich u¨berlebt hatte. Inmitten der Silben-, der Buchstabenschrift
treten Zahlzeichen, d. h. Wortzeichen auf; und wer ein Freund philosophischen
Gru¨belns ist, mag daru¨ber sinnen, warum gerade hier eine Ausnahme sich auf-
dra¨ngte. Warum hat gerade das mathematische Denken von jeher durch Wort-
zeichen, sei es durch Zahlzeichen, sei es durch andere sogenannte mathematische
Zeichen, Unterstu¨tzung, Erleichterung und Fo¨rderung gefunden? Wir stellen die
32Pott II, S. 65.
33Pott I, S. 18.
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Frage, wir wagen nicht sie zu beantworten. Aber die Tatsache, an welche wir
die Frage knu¨pften, steht fest, ebenso wie es feststeht, daß ein Zahlenschreiben
in a¨lteste Kulturzeiten hinaufreicht, wo dessen Zeichen inmitten geschichtlicher
Inschriften vorkommen.
Die Verschiedenheit der Zahlzeichen ist eine gewaltige. Wir werden in man-
nigfachen Kapiteln dieses Bandes von solchen zu reden haben und wu¨nschen
nicht vorzugreifen. Aber ein Prinzip der Zahlenschreibung hat sich fast u¨ber-
all Bahn gebrochen, dessen Entdeckung dem Scharfsinne Hankels34 um so
gro¨ßere Ehre macht, als es trotz seiner großen Einfachheit stets u¨berse-
hen worden war. Es ist das Gesetz der Gro¨ßenfolge, wie wir, um ei-
ne ku¨rzere Redeweise zu besitzen, es ku¨nftig nennen wollen, und besteht
darin, daß bei allen additiv vereinigten Zahlen das Mehr stets dem
Weniger vorausgeht35. Natu¨rlich ist die Richtung der Schrift bei Pru¨fung die-
ses Gesetzes wohl zu beachten, und wenn bei der von links nach rechts gehenden
Schrift des Abendlandes der Hauptteil der Zahl links auftreten muß, so ist die
Stellung bei Zahlendarstellungen semitischen Ursprunges entgegengesetzt, und
wieder eine andere, wenn, wie bei den Chinesen, die Schrift in von oben nach
unten gerichteten Reihen verla¨uft.
Die mathematischen Begriffe, bei denen wir in unserer flu¨chtigen Betrachtung
der Anfa¨nge menschlicher Kulturentwicklung, Anfa¨nge, welche selbst Jahrtau-
sende in Anspruch genommen haben mo¨gen, zu verweilen Gelegenheit nahmen,
geho¨ren sa¨mtlich dem einen Zweige der Gro¨ßenlehre an, welcher u¨ber das Wie-
viel? der nebeneinander auftretenden Dinge das Was? derselben vernachla¨ssigt.
Es ist aber wohl keinem Zweifel unterworfen, daß neben Kenntnis und einfachster
Verbindung der Zahlen einfache astronomische wie geometrische Begriffe wach
geworden sein mu¨ssen. (15)
Wir werden der Geschichte der Astronomie grundsa¨tzlich fern, bleiben, um
nicht den schon so fu¨r uns fast unbezwingbar sich gestaltenden Gegenstand un-
serer Darstellung ohne Not zu vergro¨ßern, aber zwei Bemerkungen ko¨nnen wir
hier nicht unterdru¨cken. Aufgang und Untergang der Sonne waren gewiß schon
in den Zeiten nomadischen Wanderns die beiden Marksteine, die Zeit und Raum
in Grenzen schlossen. Morgen und Abend, Ost und West waren Begriffepaare,
deren Entstehung wohl nicht fru¨h genug angenommen werden ko¨nnen. Und als
beim Ansa¨ssigwerden der Vo¨lker die Sonne zwar immer noch ihre Uhr, aber
nicht ihren ta¨glichen Wegweiser bildete, nach deren Stande sie sich zu richten
pflegten, war das Orientierungsgefu¨hl doch noch geblieben, hatte womo¨glich an
Genauigkeit noch zugenommen. Am Su¨dende des Pfa¨ffiker-Sees in der Schweiz,
sind Pfahlbauten beobachtet worden, welche genau nach den Himmelsgegenden
gerichtet sind36, und jene Bauten reichen jenseits der sogenannten Bronzezeit
in eine Periode hinauf, welche nach geologischer Scha¨tzung etwa 4000 Jahre vor
Christi Geburt lag. Wir stellen in keiner Weise in Abrede, daß man bei der Ori-
34Hankel, S. 32.
35U¨ber Abweichungen von diesem Gesetze vergl. Kapitel 4.
36Diese Beobachtung ru¨hrt von Professor Quincke her, der uns freundlichst gestattete, von
dieser seiner mu¨ndlichen Mitteilung Gebrauch zu machen.
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entierung der Wohnha¨user an praktische Ru¨cksichten, an Besonnung, Wind und
Wetter dachte
”
aber man dachte doch, man u¨bte nicht Zufa¨lliges und Unbeab-
sichtigtes. Von a¨hnlichen Orientierungen werden wir verschiedentlich zu reden
haben. Die Richtung nach den Himmelsgegenden selbst wird uns niemals als Be-
weis der U¨bertragung von Begriffen von einem Volke zum andern gelten du¨rfen.
Nur die Ermittlungsweise dieser Richtung wird zum genannten Zweck tauglich
erscheinen.
Auch geometrische Begriffe, sagten wir, mu¨ssen fru¨hzeitig entstanden sein.
Ko¨rper und Figuren mit geradliniger, mit krummliniger Begrenzung mu¨ssen dem
Auge des Menschen aufgefallen sein, sobald er anfing nicht bloß zu sehen, sondern
um sich zu schauen. Die Zahl der Ecken, in welchen jene Fla¨chen, jene Linien
aneinanderstoßen, wird ihm der Bemerkung wert gewesen sein, wird ihn heraus-
gefordert haben jenen Gebilden Namen zu geben. Vielleicht ist auch in a¨ltesten
Zeiten und in gegenseitiger Unabha¨ngigkeit an vielen Orten zugleich beachtet
worden, daß der Arm beim Biegen am Ellenbogen, das Bein beim Biegen am
Knie, daß die beiden Beine beim Ausschreiten einen Winkel bilden, und der Na-
me jeder von zwei einen Winkel bildenden Linien als σκλoς bei den Griechen,
crus bei den Ro¨mern, Schenkel bei den Deutschen, leg bei den Engla¨ndern, jam-
be bei den Franzosen, baˆhu, d. h. Arm bei den Indern, kou, d. h. Hu¨fte bei den(16)
Chinesen, der Zusammenhang γωνoς Winkel mit γoνυ Knie, dieses und a¨hnli-
ches braucht nicht in allen Fa¨llen U¨bertragung zu sein. Die genannten modernen
Namen werden allerdings kaum anders als durch U¨bersetzung aus dem Lateini-
schen, wenn nicht aus dem Griechischen entstanden sein, aber die antiken Wo¨rter
ko¨nnen sehr wohl uraltes Ergebnis mehrfacher Selbstbeobachtung sein, uraltes
Wissen.
Ist nun uraltes Wissen auch uralte Wissenschaft? Muß eine Geschichte der
Mathematik so weit zuru¨ckgreifen, als sie noch hoffen darf mathematischen Be-
griffen zu begegnen?
Wir haben unsere Auffassung, unsere Beantwortung dieser Fragen darzule-
gen geglaubt, indem wir diese Einleitung vorausschickten. Kein Erza¨hler hat
das Recht das Brechen, das Zusammentragen der ersten Bausteine, aus welchen
Jahrhunderte dann ein stolzes Geba¨ude aufgerichtet haben, ganz unbeachtet zu
lassen; aber die Bausteine sind noch nicht das Geba¨ude. Die Wissenschaft be-
ginnt erza¨hlbar erst dann zu werden, wenn sie Wissenschaftslehre geworden ist.
Erst von diesem Zeitpunkte an kann man hoffen wirkliche U¨berreste von Re-
geln und Vorschriften zu finden, welche es erlauben mit einiger Sicherheit und
nicht in allem und jedem dem eigenen Gedankenfluge vertrauend Bericht zu er-
statten. Mo¨gen Schriftsteller fru¨herer Jahrhunderte ihre eigentlichen historisch-
mathematischen Untersuchungen mit der Scho¨pfung begonnen haben den Wor-
ten der Schrift folgend: Aber du hast alles geordnet mit Maß, Zahl und Ge-
wicht37. Uns beginnt eine wirkliche Geschichte der Mathematik mit dem er-
sten Schriftdenkmal, welches auf Rechnung und Figurenvergleichung Bezug hat.
37Weisheit Salomos XI, 22.
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